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Enoncé :

Théoréme ( Inégalité de Hoeffding ) 1 : Soit une suite (X, ),en+ de variables aléatoires réelles
indépendantes, bornées P-p.s et centrées; on suppose que |X,| < ¢, P-p.s, avec ¢, > 0. On note
Sn =27 Xj. Alors pour tout € > 0, on a

£
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P(|S,| > ¢) < 2exp (— : ) :

Application 2 : Soit a > 0. On suppose qu’il existe 8 > 0 tel que Z?Zl c? < pPeh,

Alors on a que

Sn .S
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Résolution :

e Montrons en premier lieu que pour une variable aléatoire X réelle P-p.s bornée par 1 et centrée,
on a que
2
VteR, E[e] <ef/2

Soit ¢ un réel quelconque. On remarque que pour tout |z| < 1, on a 3(1 —z) + 3(1 +z) = 1 avec

1(1—z)€[0,1] et 3(1+x) € [0,1]. De plus, on aussi 'égalité tx = 1(1 —z)(—t) + 2(1+ x)t. De par
la convexité de la fonction exponentielle, on en déduit

ol La-o)(-t)+Li(+a)t <

1
=e (1 —$)e_t+§(1+x)et

N | —

En appliquant le résultat & X ( car | X| < 1), on obtient que

1 1
et < 5(1 — X)e ™ + 5(1 + X)e!
On passe alors a 'espérance
tX 1 —t 1 t
Be¥] < SE[(1 - X)]e" + SE[(1+ X)]e

Mais comme X est centrée, on a que E[(1 — X)] =1 et E[(1+ X)] = 1. On obtient alors

1 1
E[e] < Ee_t + §et = ch(t)



e , . .o 2n 2n
Utilisons les séries entiéres. On a que ch(t) = > Gyl © = 22070 - O

2"l =24...(2n — 2).2n < 2.34...2n — 2).(2n — 1).2n = (2n)!
On en déduit que ch(t) < e*/? et donc finalement on a
E[etX] < €t2/2.

e Montrons que I'on a E[e’"] < €' 225 e
Soit t quelconque. En appliquant 'inégalité qu’on vient de trouver a la variable aléatoire f—:, on a,
pour tout ¢’

1 Xn

Ele o] < /2,

On pose alors t' = tc¢,, pour obtenir
]E[ tXn] < et2 c2 /2

tX

De plus comme les X, sont i.i.d, on a que les e**" sont i.i.d et donc

E[e'S"] = Ele' == %] = [ E[e"].

On peut alors finalement dire que

E[etsn] _ HE[eth] < Het%g/Q t2/2z, 1 J
j=1

3

Donc que I'on a bien E[e*] < et 2201 e
e Montrons ensuite pour ¢, > 0 que P(S,, > ¢) < exp ( te +12/2 Z] . j)

Soient t > 0 et € > 0. La fonction x — exp(tx) étant croissante, on a

E
P(S, >¢) = P(ets" > elf) <

(Inégalité de Markov)

En utilisant I'inégalité précédente, on obtient

/2 i1 C?

e _ n
P(S, >¢) < e =P (—ta +t2/QZc§>
j=1
e Montrons ensuite que P(S,, > ¢) < exp (—222—262>
=1
On pose a = 377, ¢7. La fonction ¢t + at?/2 — te atteint son minimum pour t = ¢/a > 0 ; ce

minimum vaut —e?/2a. On applique donc I’égalité précédente pour ¢ = £/a et on obtient bien

2
P(Sn > 8) S exXp <—ﬁ>
=16

e montrons enfin que P(|S,| > ¢) < 2exp ( 22"_16 )

Il suffit simplement de remarquer que P(|S,| > ¢) = (S > e)+P(=S5, > ¢). Il suffit alors "appliquer
I'inégalité précédente pour les —X,, et on obtient de méme P(—S,, > ¢) < exp ( Z] " ]>

On a donc bien que

82
P(|S,| >¢) =P(S, >¢) +P(=S, >¢) <2exp | ——=—
(I1Sal > &) = B(S, > &) + B( ) ( zzj:10;>

2



Passons a I'application.
Soit €' > 0 quelconque; on applique alors I'inégalité de Hoeffding pour € = n®¢’; il vient

n2a8/2
P(|Sn| > n%') <2exp | —s=—3
25,6

n
2

L <n* 7’ ona

Comme on a supposé que »

12,8
P(]S,| > n%e’) < 2exp (—8 2n )

P - - 5’271,5 6,271,[3 _ 1
Or la série de terme générale exp <_T> est convergente car exp (_T = o(ﬁ).

Donc la série de terme générale P(|S,,| > n®e’) converge et d’aprés Borel Cantelli

P <lim sup(|S,| > nae')> =0

n—-+o0o

On applique ensuite & Q} qui est dénombrable pour utiliser les propriété de la mesure de probabilité,
qui nous donne

Par passage au complémentaire

P ﬂlgigoqunygn%) =1

e€Qf

Or ceci nous affirme bien que la suite de terme générale n=S,, converge P-p.s vers 0.



